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Résumé. Quand on s’intéresse a un phénomene de dégradation, il est généralement
supposé que celui-ci démarre des que le composant est mise en service. Cependant, en
pratique, la dégradation peut ne commencer qu’apres une période dite d’initiation. On
considere ici le processus de Wiener comme modele de dégradation, commengant a une
date aléatoire. On suppose qu’on observe plusieurs trajectoires d’'un modele aux mémes
instants réguliers. On cherche a estimer les parameétres de ce modele pour ce schéma
d’échantillonnage.

Mots-clés. Modele de dégradation, modele a retard, taille d’échantillon aléatoire,
temps de panne

Abstract. When considering a degradation model, it is often assumed that the degra-
dation begins as soon as the device is put in service. However, in practice, the degradation
occurs only after a certain delay called initiation time. We consider here the Wiener pro-
cess, as a degradation model, starting at a random times. Sample paths are assumed to
be observed at the same regular instants. The statistical inference under this sampling
scheme is studied here.

Keywords. Degradation processes, Delayed model, Random sample size, Time-to-
failure distribution

1 Introduction et modele

Depuis quelques décennies, des modeles de dégradation ont été proposés et étudiés afin
de mieux comprendre le vieillissement de composants (ou de systémes). Ces modeles
sont particulierement utiles par rapport a des modeles de durées de vie pour des com-
posants/systemes hautement fiables, par exemple. Par ailleurs, les modeles de dégradation
permettent de construire des politiques de maintenance plus sophistiquées que celle basées
sur les durées de vie.

Dans la plupart des modeles, il est supposé, implicitement ou pas, que le composant se
dégrade des qu’il est mis en service. Or, en pratique, il arrive, dans certaines situations,



que le composant ne commence a se dégrader qu’apres une certaine période, appelée initi-
ation. Les articles considérant un modele de dégradation incluant une période d’initiation
sont rares. On peut citer, par exemple, 'article de Guo et al. (2013) et celui de Nelson
(2010).

Nous considérons ici le modele de degradation (X (t)):>o défini ainsi:

X(t) = [u(t - S) + oB(t - §)] L.

ou l'instant ¢ = 0 correspond a la date de mise en service du composant, S est une variable
aléatoire positive absolument continue indépendante du mouvement brownien (B(t)):>o.

Quand on considere un modele de dégradation, on peut alors définir le temps de panne
du composant comme étant le premier instant ou le composant dépasse un certain seuil ¢
déterministe et connu. Dans le modele ci-dessus, le temps de panne du composant est donc
la somme de la période d’initiation S et d’une variable aléatoire de loi inverse-gaussienne.
Un cas particulier, obtenu en supposant que S est de loi exponentielle, a été étudié par
Schwarz (2012) avec une application en psychologie (Schwarz, 2001).

2 Estimation des parametres du modele

On suppose qu’on observe n copies Xi,..., X, du processus stochastique X décrit ci-
dessus, a des instants réguliers 0,9, 20, ...,md = 7.

2.1 Notations

Pour le i-éme individu, on note R; la variable aléatoire a valeurs dans N* telle que (R; —
1)6 < S; < R;0. On distingue alors trois cas qui se révéleront utiles par la suite.

1. Si R; > m, alors S; > md = 7 et donc X;(jo) = 0 pour tout j € {0,...,m} : cet
individu apporte de l'information uniquement sur la loi de S (censure a droite).

2. Si R; = m, alors (m —1)d < S < md et X;(jo) = 0 pour tout j € {0,...,m — 1}
mais X;(md) # 0. Seule, une mesure non-nulle de dégradation est observée, mais
elle ne peut pas étre utilisée pour l'estimation de p et o2 : cet individu apporte de
I'information uniquement sur la loi de S (censure par intervalle).

3. Si R; < m, alors au moins deux mesures non-nulles de dégradation sont observées
et cet individu apporte de I'information utilisable pour estimer tous les parametres
du modele.

Comme indiqué ci-dessus, les parametres p et ¢ ne peuvent étre estimés qu’en utilisant
les individus ¢ tels que R; < m. Alors, nous allons également considérer les variables
aléatoires R; telles que la loi R; est égale a la loi de R; conditionnellement a R; < m.



On introduit maintenant trois sous-ensembles aléatoires de {1,...,n} correspondant
aux trois cas considérés ci-dessus. On note Ny ’ensemble des individus pour lesquels on
ne dispose que de mesure nulle de dégradation :

M ={i;R;>m} C{1,...,n}.

De méme, on note Nj (resp. Ao ) 'ensemble des individus pour lesquels on a exactement
une (resp. au moins deux) mesure(s) de degradation non-nulle(s) :

M={iR =m} C{l,...,n}

et
Noy ={i; R, <m} C{1,...,n}.

On a donc NgUN;UMN,. = {1,...,n}. On note Ny, Ny et No, les cardinaux de ces trois
sous-ensembles.
Puis, on introduit le vecteur aléatoire IC = (K,),en+ tel que, pour tout r € N*|

’Cr = ;H(T—1)5<Ri§7’5 = ;HRi:r-

On a K| = >, - K = n. De méme que précédemment, on note K= (l@.)re{l,_,_?m} le

vecteur aléatoire tel que, pour tout r € {1,...,m},
n n
K= ZH(T_1)6<RZ'§T5 = Z]IRiZT'
i=1 i=1

Ona |[K| = Ny 4+ Nop <net Ny=n—|K|.
Pour finir, on considere le nombre aléatoire (),, de ’ensemble des accroissements non-
nuls pour 'ensemble des individus du sous-ensemble Ny, :

Qn= Y (m—Ry).
1EN24

Cette variable aléatoire discrete est a valeurs dans {1,...,(m — 1)n}.

2.2 Phase d’initiation

Tous les individus apportent une information sur la loi de S, mais la nature de cette
information peut étre différente : les individus du sous-ensemble aléatoire N vont corre-
spondre a des durées censurées a droite alors que les autres individus vont correspondre
a des durées censurées par intervalle.



Considérons que la loi de S est donnée par une famille paramétrique dépendant d'un
parametre inconnu § € © C RP. On note Fg(+;0) la fonction de répartition de S. La
fonction de vraisemblance est alors donnée par :

L(f|data) = [] Fs(m:0)[] [Fs((r—1)8) — Fs(ro)]

iENp r=1
m

= FS(T;Q)}NO H [Fs((r—1)8) — Fs(rd)]

r=1

K

On peut alors déterminer (numériquement) l'estimateur du maximum de vraisemblance
(il n’y a pas d’expression explicite dans le cas général) :

-~

6, = argmax, o L(f|data).

Pour une approche non-paramétrique, on pourra considérer l'estimateur obtenu par I’algorithme
de Turnbull (1976).

2.3 Phase de dégradation

Pour tout ¢ € Na, et pour tout j € {1,...,m—R;}, soit AX; ; = X;((R; +)) — Xi((R; +
j—1)d). Ces accroissements sont des variables aléatoires i.i.d. de loi normale d’espérance
ud et de variance 02d. Un estimateur naturel de p est le suivant:

m—R;
> D AKX

Qn
~ i€eNay j=1 1
Hn = - Zh7
1€EN24+

ou Zy,...,Zg, sont les accroissements rangés en utilisant 'ordre lexico-graphique (par
exemple), en rappelant que @,, est le nombre d’accroissements non nuls pour les individus
dans No,. De méme, un estimateur naturel de o2 est donnée par:

Qn
1
6= ——— Zn — 07in)%.
n 5(@71_1) ;( h :u)

Moyennant des résultats sur le comportement asymptotique de (),,, on montre que ces
deux estimateurs possedent les propriétés asymptotiques usuelles.

3 Estimation de la loi du temps de panne

Le temps jusqu’a panne, défini en introduction, est égal en loi a la convolution de la loi de
S et d’une loi inverse-gaussienne correspondant au premier temps de passage du niveau ¢
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par un processus de Wiener (indépendant de S). On peut donc alors facilement estimer
par plug-in la loi du temps jusqu’a panne et le temps moyen jusqu’a panne (MTTF).

4 Conclusion

Nous avons présenté ici un modele de dégradation intégrant une période d’initiation
aléatoire. Pour ce modele, nous avons proposé une estimation des parametres pour laque-
lle il est possible d’obtenir des propriétés asymptotiques. Ce modele reste relativement
simple et des extensions plus complexes et réalistes peuvent étre proposées. Par exemple,
on pourrait supposer que la tendance du processus de Wiener est aléatoire et dépend
la période d’initiation et/ou que la dégradation initiale n’est pas nulle (comme supposée
dans notre modele) et est aléatoire pouvant dépendre de S.
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