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Résumé. Les équations différentielles ordinaires sont couramment utilisées pour
modéliser des processus biologiques (modèles SIR, réseaux de régulation génétiques). Elles
se présentent sous la forme générale Ẋ = f(t,X, θ) où X(t) est la fonction de régression
represéntant l’évolution des variables biologiques d’interêt. Néanmoins ces dernières con-
tiennent un paramètre θ potentiellement de grande dimension qui doit être estimé à partir
d’observations bruitées et partielles du système étudié.

La définition implicite du modèle à l’échelle de la dynamique et non des observations
ainsi que sa grande sensibilité à la valeur des paramètres mettent souvent en échec les
méthodes statistiques classiques d’estimation (MLE , NLS etc...) et justifie la recherche
de nouvelles méthodes d’estimation. Par ailleurs les méthodes classiques offrent rarement
des critères adaptés pour diagnostiquer une éventuelle mauvaise spécification du modèle
supposé.

Ici nous proposons une relaxation du modèle à l’échelle de la dynamique en introduisant
le nouveau modèle Ẋ = f(t,X, θ) + u(t). Nous définirons grâce à cette relaxation un
estimateur minimisant à la fois l’écart aux données et au modèle initial. Pour ce faire
nous utiliserons un résultat venu de la théorie du contrôle, le principe du maximum de
Pontryagin, afin de définir la fonction optimale u et de marginaliser le cout dans l’espace
de dimension infinie des fonctions u possibles.
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Nous verrons sur des exemples que cette méthode nous permet d’avoir des estimations
plus précises que les estimateurs classiques et que le terme de relaxation permet d’explorer
la validité du modèle proposé.

Mots-clés. Systèmes dynamiques, Equations différentielles, Problème inverse, Esti-
mation de paramètres

Abstract. Ordinary differential equations (ODE’s) are widespread tools to model
biological process (SIR model, genetic regulation network). There are under the form Ẋ =
f(t,X, θ) where X(t) represents the evolution of the biological variables of interest. They
rely on parameter θ which are of critical importance in terms of dynamic and need to be
estimated directly from noisy and partial observations of the system.

The implicit definition of the regression function at the dynamic scale and not the
observation scale as well as its great sensibility to parameter value often leads the classic
statistic estimation methods (MLE, NLS) to fail and legitimate the search of alternative to
classic approaches. Moreover the classic methods rarely propose misspecification criteria
along the parametric estimation.

We present here an estimation method based on a model relaxation at the dynamic
scale by introducing the new model Ẋ = f(t,X, θ) + u(t). Thanks to this relaxation we
define an estimator minimizing both the discrepancy with the data and with the initial
model. For doing so we use a result coming from control theory, Pontryagin maximum
principle, in order to define the optimal function u and profile the cost in the space of
possible functions u.

We will see on examples our method produces more precise estimation than classical
estimators and the relaxation terms allows us to explore the validity of the proposed
model.

Keywords. Dynamical Systems, Differential Equations, Inverse problem, Parameter
estimation.

Introduction

On considère un processus dynamique défini grâce à une équation différentielle ordinaire
(EDO) comme solution du problème de Cauchy:

ẋ = f(t, x, θ)
x(0) = x0

(1)

où x ∈ Rd et θ appartient à un sous-ensemble de Θ of Rp et f est un champ de vecteur
défini sur [0, T ]× Rd × Θ à valeur dans Rd. On appelle Xθ,x0 la solution de (1) pour un
paramètre θ et une condition initiale Xθ,x0(0) = x0 donnés, elle représente l’évolution des
variables biologiques d’interêt. Ce formalisme est couramment utilisé pour modéliser des
processus dynamiques en physique, chimie, biologie etc (voir [5], [13],[4],[6] par example).
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On s’intérèsse ici au problème d’estimation de paramètre, i.e ayant à disposition n
observations (Y1, . . . , Yn) bruitées et partielles du système:

Yi = CX∗
θ∗,x∗

0
(ti) + �i

de la vraie trajectoire X∗
θ∗,x∗

0
on veut estimer la valeur du paramètre θ∗ (et la condition

initiale x∗
0 si elle n’est pas connue, dans tout les cas on notera θ même si l’on considère

l’ensemble de paramètre (θ, x0)). Ici 0 = t1 < t2 . . . < tn = T sont les temps d’observations
répartis sur [0, T ], et C la matrice d’observation de taille d� × d.

En principe cela peut être réalisé en utilisant les estimateurs classiques comme les
moindres carrés non-linéaire défini par minimisation du critère:

R(θ) =
n�

i=1

�Yi − CXθ,x0(ti)�
2
2

Il existe de nombreuses méthodes pour estimer une trajectoire Ŷ (t) directement à partir
des données en utilisant des méthodes non-paramétriques ([19]). On a ainsi un estimateur
de la vraie courbe t �→ CX∗

θ∗,x∗
0
(t) qui permet de définir un critère sous la forme d’une

intégrale et similaire aux moindres carrés non-linéaire:

R(θ) =

ˆ T

0

���Ŷ (t)− CXθ,x0(t)
���
2

2
dt

Mais dans le cadre spécifique où la fonction de régression est définie de manière implicite
par un modèle d’EDO les méthodes d’estimations classiques comme les moindres carrés
où le maximum de vraisemblance conduisent à résoudre des problèmes d’optimisation
non-linéaires en très grande dimension. Ces difficultées décritent par Ramsay viennent
de l’intégration numérique répétées de L’EDO requise par l’algorithme d’optimisation
et plus important de la présence de nombreux minima locaux. Bien que des approches
métaheuristiques peuvent être utilisées pour contourner ce dernier problème (voir [14]
et [18] pour la présentation et la comparaison de certaines de ces méthodes), elles met-
tent en lumière le caractère mal posé du problème statistique inverse ([3]) et légitime la
recherche de méthodes alternatives aux approches classiques. Ainsi de nouvelles méthodes
ont émérgé comme les approches bayésiennes hierarchiques ([10],[16]), ainsi que celles
s’appuyant sur des estimateurs non-paramétriques de la courbe afin de regulariser le
problème inverse (l’approche par “generalized smoothing” [17],[15] et les estimateurs “two
step” [2],[1], [12], [7]). Recemment des méthodes basées sur le calcul variationnel ont été
dévelopé [11].

Relaxation de l’EDO et théorie du contrôle

Reste qu’un problème majeur de ces méthodes est que la plupart supposent le modèle
comme correct mais fournissent rarement un critère pour déceler une eventuelle mauvaise
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specification du modèle. C’est un point critique lorsque la dynamique du sytème n’est
pas très bien connue ou comprise. La méthode de “generalized smoothing” peut donner
des indices sur la présence d’une mauvaise spécification mais elle souffre d’un biais venant
de l’utilisation de l’approximation dans une base de dimension finie de la perturbation
et de l’utilisation de la dérivée de l’estimateur non-paramétrique. Il faut aussi noter les
travaux de Hooker proposant des critères sur la présence ou non de mauvaise spécification
([8]) ainsi que sur leur nature ([9]), mais elles nécéssitent une estimation paramétrique
préalable et souffre des même biais que ceux décrit pour l’approche par “Generalized
Smoothing”.

Dans notre cas nous allons relaxer la contrainte imposée sur la dynamique de la fonc-
tion de régression en considerant qu’elle est décrite par l’EDO relaxée (ou perturbée):

ẋ(t) = f(t, x, θ) + u(t) (2)

on définit Xθ,x0,u la solution de (2) pour un paramètre θ, une condition initiale x0 et
une fonction u.

De manière similaire à ([8]) la fonction u est un terme de forcing introduite à l’échelle
de la dynamique pour representer la distance entre la trajectoire observée et le modèle.
Nous voulons minimiser à la fois la distance entre la trajectoire et les données et la norme
�u�L2 afin de minimiser l’écart avec le modèle initial (1). Ainsi on veut minimiser la
fonction de coût:

Cλ(u, θ) =

ˆ T

0

���CXθ,x0,u(t)− �Y
���
2

2
dt+ λ

ˆ T

0

�u(t)�22 dt (3)

Pour chaque θ on introduit le coût marginalisé sur l’espace des perturbations:

Sn,λ(θ) = min
u∈L2

Cλ(u, θ)

et on définit notre estimateur paramétrique comme l’estimateur de vraisemblance marginalisée:

�θn = argmin
θ∈Θ

Sn,λ(θ)

Le problème semble ici de minimiser (3) dans un espace de dimension infini mais grâce
aux résultats issues de la théorie du contrôle, pour un θ donné, le principe du maximum de
Pontryagin nous donne une expression connue pour le perturbation optimale u minimisant
le coût (3) sous la forme:

u =
1

2λ
pθ(t)

en introduisant Xθ(t) et pθ(t) solution de l’EDO avec conditions aux bords:





Ẋθ(t) = f(t,Xθ(t), θ) +
1
2λpθ(t)

ṗθ(t) = −∂f
∂x(t,Xθ(t), θ)Tpθ(t)(t) + 2CT

�
CXθ(t)− �Y (t)

�

�
Xθ(0), pθ(T )

�
= (x0, 0)
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On peut ainsi evaluer la valeur du coût minimal:

Sn,λ(θ) =

ˆ T

0

���CXθ(t)− �Y (t)
���
2

2
dt+

1

4λ

ˆ T

0

�pθ(t)�22 dt

Par ailleurs, une fois l’estimateur �θn obtenu, la valeur de �u correspondante:

u =
1

2λ
p�θn(t)

nous donne sous la forme d’une fonction la distance entre le modèle initial et le modèle
relaxé (2). Elle constitue une aide au diagnostic pour la présence d’une éventuelle mau-
vaise spécification du modèle. Cette fonction est obtenue simultanement avec l’estimation
paramétrique et sans approximation dans une base finie. Il est à noter que cette distance
est aussi calculée pour les variables non observées, étant donnée que la relaxation est à
l’échelle de la dynamique et non des observations.

Nous verrons sur différents modèles linéaires et non-linéaires quelles sont les perfor-
mances de notre estimateur et nous les comparerons avec les NLS ainsi que l’approche
“generalized smoothing”. Nous comparerons également les performances de ces estima-
teurs sur un example de modèle mal-spécifié.
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