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Résumé.

Nous nous intéressons à la détection de ruptures multiples dans un signal de taille n
corrompu par un bruit gaussien. Nous cherchons à identifier les ruptures qui maximisent
la log-vraisemblance ou minimisent l’erreur quadratique. Nous illustrons ce problème sur
des données d’hybridation génomique comparative où n est de l’ordre du million.

Nous présentons un algorithme, fpop, intégrant des techniques d’élagage fonction-
nel à l’algorithme de partitionnement optimal. Cet algorithme est exact et rapide. Nous
démontrons que élagage opéré par fpop est au moins aussi efficace que celui de deux al-
gorithmes récemment proposés PELT et pDPA. En pratique, sur des données simulées et
réelles, nous montrons que fpop est plus rapide que PELT et pDPA.

Mots-clés. Détection de ruptures multiples, programmation dynamique, élagage fonc-
tionnel, partitionnement optimal, Hybridation Génomique Comparative (CGH)

Abstract. We consider the problem of detecting multiple change-points in a signal
of size n corrupted by a Gaussian noise. We aim at detecting the change-points that
maximize the log-likelihood or minimize the quadratic loss. We illustrate this problem on
real Comparative Genomic Hybridization data where n is typically larger than 105 or 106.

We describe an algorithm, fpop, which combines optimal partitioning and function
pruning. This algorithm is exact and fast. We demonstrate that the pruning of fpop is
at least as efficient as the pruning of two recently proposed algorithms PELT and pDPA.
We empirically show on simulated and real data that the runtime of fpop is faster than
PELT and pDPA.

Keywords. Multiple change-points, dynamic programming, function pruning, optimal
partitioning, Comparative Genomic Hybridization (CGH)
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1 Contexte

Nous nous intéressons à la détection de ruptures multiples dans la moyenne d’un signal
de taille n corrompu par un bruit gaussien. C’est un problème que l’on rencontre dans
de nombreux domaines d’application, par exemple en économétrie [1], en traitement du
signal [2] et en biologie moléculaire [3]. Dans le cas des données d’Hybridation Génomique
Comparative (CGH) l’objectif est d’identifier des régions du génome où le nombre de
copie d’ADN est anormal, c’est à dire différent de deux copies [3]. Ces régions altérées se
traduisent par des changements abrupts dans la moyenne du signal. Certaines se détectent
facilement, comme par exemple sur la figure 1, d’autres sont plus difficiles à repérer.
L’identification précise de ces régions suscite beaucoup d’intérêt en cancérologie car elle
contiennent très probablement des gènes impliqués dans le développement du cancer. Une
manière naturelle de les détecter est de partitionner ou de segmenter le signal en segments
homogènes.

Figure 1 – Un profil d’Hybridation Génomique Comparative (CGH). Ce graphe
représente la mesure du logarithme du nombre de copie d’ADN d’un tissu tumoral
rapporté à celui d’un tissu sain en fonction de la position le long du chromosome en
paire de bases (bp). Ici, seul les 20 milles premières observations du chromosome 2 sont
représentées. Ce profil provient du package R SegAnnot. Aux alentours de 15 millions bp
on observe un changement abrupt de la moyenne du signal qui correspond à une altération
du nombre de copies d’ADN.
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Modèle statistique Considérons n observations y1, · · · , yn réalisations de n variables
aléatoires indépendantes de loi normale. Nous supposons que la moyenne de ces lois est
affectée par K − 1 changements ou ruptures abruptes à des instants τ non déterminés :
1 < τ2 · · · < τK < n+ 1. Nous adoptons la convention τ1 = 1 et τK+1 = n+ 1. La variance
du signal reste, elle, inchangée. Formellement nous supposons le modèle suivant :

∀i | τk ≤ i < τk+1 , Yi ∼ N (µk, σ
2) indépendant. (1)

L’ensemble m des ruptures, m = {τ1, · · · , τK+1}, détermine une segmentation du signal
en K morceaux ou segments. Nous appellerons MK l’ensemble des segmentations en K
morceaux. Étant donné le modèle (1) une manière d’estimer la position des ruptures et
de retrouver la segmentation de log-vraisemblance pénalisée maximale. Cela revient ici
à minimiser l’erreur quadratique pénalisée. Pour une segmentation m particulière cette
erreur s’écrit

∑
k

∑
i∈k

Cτk,τk+1
+ pen(m), avec Cτk,τk+1

= argminµk

τk+1−1∑
i=τk

(Yi − µk)2. (2)

2 Algorithmes élagués et exacts

De manière générale, il est possible de trouver la segmentationm qui minimise le critère
(2) en utilisant un algorithme de programmation dynamique de complexité O(Kn2).
Toutefois, le temps de calcul correspondant est prohibitif pour de grands profils avec
n ≥ 105. Deux algorithmes, PELT [4] et pDPA [5], permettent de retrouver plus rapi-
dement la segmentation qui minimise le critère (2) pour des formes particulières de
la pénalité pen(m) ou pour un nombre de ruptures maximales petit. Ces deux algo-
rithmes reposent sur un élagage efficace de l’espace des segmentations qui est très grand,
card(MK) =

(
n−1
K−1

)
. Ci-dessous, nous décrivons rapidement ces deux algorithmes sans

rentrer dans les détails techniques de leurs implémentations et des structures qu’ils ma-
nipulent.

PELT, un élagage basé sur des inégalités L’algorithme PELT [4] retrouve la seg-
mentation m qui minimise le critère de l’équation (2) pour une pénalité de la forme
pen(m) = λ . card(m) où λ est un paramètre choisi par l’utilisateur. PELT est une
amélioration de l’algorithme de partitionnement optimal [6]. Dans PELT chaque seg-
mentation m candidate est représentée par son erreur pénalisée courante qui prend ses
valeurs dans R. PELT élague l’espace des segmentations en comparant à chaque étape i
le coût courant des segmentations candidates. L’élagage repose sur une inégalité [7]. Il est
démontré dans [4] que, si le vrai nombre de ruptures crôıt linéairement avec n, PELT a
une complexité en espérance de O(n). Si le vrai nombre de ruptures est petit devant n la
vitesse de l’algorithme se dégrade (voir [4] ou la figure 2 droite).
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pDPA, un élagage fonctionnel L’algorithme pDPA [6] retrouve la segmentation en
k segments qui minimisent la perte quadratique pour toutes les valeurs de k entre 1 et
Kmax, où Kmax est un paramètre choisit par l’utilisateur. Une fois ces Kmax segmentations
obtenues il ne reste plus qu’à sélectionner celle qui a la meilleure erreur quadratique
pénalisée. Dans pDPA chaque segmentation m en k segments est représentée par une
fonction polynomiale du second degré Pm(µk) où µk est la moyenne du dernier segment.
Pm n’est autre que l’erreur quadratique de la segmentation en fonction de µk. pDPA
élague l’espace des segmentations en comparant à chaque étape i les Pm des segmentations
candidates. On parlera d’élagage fonctionnel [7]. Dans [5] il est démontré que pDPA est
au pire en O(Kmax n

2). En pratique l’algorithme est en O(Kmax n log(n)) (voir [5] et
[8]). Les performances de pDPA se dégradent si le nombre de ruptures est important.

3 Un nouvel algorithme fpop

Les algorithmes PELT et pDPA sont complémentaires au sens où PELT est efficace
quand le vrai nombre de ruptures est grand et pDPA est efficace quand le vrai nombre
de ruptures est faible. Ici nous présentons un algorithme fpop qui vise à être efficace
dans les deux cas. Comme PELT, fpop est une amélioration de l’algorithme de parti-
tionnement optimal [6] et maximise le critère de l’équation (2) pour une pénalité de la
forme pen(m) = λ . card(m). La différence entre PELT et fpop est que fpop repose sur
un élagage fonctionnel similaire à celui de pDPA alors que PELT repose sur un élagage
basé sur des inégalités. Nous ne décrirons pas dans ce résumé l’algorithme fpop dans les
détails. Nous nous contentons de décrire quelques résultats que nous avons obtenus.

Résultat théorique Nous avons démontré que l’élagage de fpop est au moins aussi
efficace que celui de PELT et de pDPA, au sens ou toute segmentation candidate qui a
été élaguée par PELT ou pDPA à l’étape i sera élagué par fpop au plus tard à l’étape i.
Cette preuve garantit donc que fpop combine les avantages de PELT et de pDPA.

Temps de calcul en pratique Nous avons implémenté fpop en R/C + +. Nous avons
comparé son temps de calcul à ceux de PELT, pDPA et de l’heuristique de segmentation
binaire [9, 10]. Nous parlons ici d’heuristique au sens où la segmentation binaire cherche
bien à minimiser le critère (2) mais ne garantit pas de retrouver exactement la segmen-
tation qui minimise (2). Quand le nombre de ruptures est faible la segmentation binaire
est très compétitive en terme de temps de calcul, sa complexité est au pire en O(Kmaxn).
Nous avons comparé les temps de calcul sur des données simulées avec un grand ou petit
nombre de ruptures. Nous avons également testé fpop sur un benchmark de données CGH
proposé par [11]. fpop est plus rapide que PELT et pDPA aussi bien quand le vrai nombre
de ruptures est grand (voir la figure 2 à gauche) que quand le vrai nombre de ruptures est
faible (voir la figure 2 à droite). Sur le benchmark proposé par [11] fpop est plus rapide
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que PELT et pDPA et a un temps de calcul comparable à celui de l’heuristique binaire.
Par ailleurs pour un faible nombre de ruptures son temps de calcul est comparable à celui
de l’heuristique de segmentation binaire qui est en O(n log(Kmax)).

grand nombre de ruptures petit nombre de ruptures

Figure 2 – Log du temps de calcul de PELT, pDPA, fpop et de l’heuristique de segmen-
tation binaire en fonction de la log-longueur du signal pour un grand nombre de ruptures
réelles ou un faible nombre de ruptures réelles

algorithme médiane du temps en s max du temps en s
PELT 14 14
pDPA 3.3 3.4
fpop 0.076 0.076

Binseg 0.043 0.044

Table 1 – Temps de calcul médian en seconde sur le benchmark proposé dans [11] (n =
153663). Nous avons choisi les mêmes valeurs des paramètresKmax et λ que dans [11]. C’est
à dire λ = log(n) pour PELT et fpop et Kmax = 15 pour l’heuristique de segmentation
binaire (Binseg) et pDPA.
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