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Résumé. Les foréts aléatoires, proposées par L. Breiman (2001), comptent parmi
les méthodes les plus utilisées dans les problemes d’estimation de la régression en grande
dimension, particulierement dans les problématiques liées a la génomique. Bien que les
foréts aléatoires soient I'objet de beaucoup d’études empiriques, les garanties théoriques
sur ces algorithmes restent faibles. Dans cet exposé, nous présenterons un cadre général
pour I’étude des foréts aléatoires et nous nous intéresserons a la convergence de ces algo-
rithmes.
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Abstract. Random forests, designed by Breiman (2001), are among the most powerful
methods used in high dimensional regression problems, especially in genomic field. Even
if there have been a lot of applied works about random forests, theoretical guarantees
remain weak. In this talk, we present a general framework for random forests and we
focus on their consistency.
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1 Introduction

Les arbres de décision sont l'un des outils dont dispose le statisticien pour résoudre
des problemes d’estimation de la régression et de classification supervisée. L’algorithme
CART, imaginé par Breiman et al. (1984), est 'un des arbres de décision les plus utilisés
de nos jours.

Afin de pallier la grande sensibilité de cette méthode aux variations dans les données
(rajout de données, données fausses...), Breiman (2001) a proposé d’'introduire de ’aléatoi-
re dans le processus de construction de cet arbre. L’agrégation des arbres aléatoires ainsi
obtenus est appelée forét aléatoire. L’estimation est alors effectuée grace a la forét tout
entiere et non plus grace a un seul arbre. Elle est obtenue en calculant la moyenne des es-
timations des différents arbres de la forét. Intuitivement, si les arbres sont assez distincts,



les estimateurs seront suffisamment différents pour que la moyenne de ces estimateurs
permettent de s’affranchir d’aberrations ponctuelles dans les données.

Depuis 2001, des avancées significatives ont été faites dans la compréhension du com-
portement de l'algorithme des foréts aléatoires. Ainsi, Biau, Devroye et Lugosi (2008)
ont prouvé la convergence de plusieurs modeles de foréts ; Biau (2012) a montré, dans
un contexte adapté, que la vitesse de convergence d’une forét aléatoire particuliere ne
dépendait pas de la dimension de I’espace ambiant mais seulement du nombre de variables
réellement pertinentes. Les foréts ont également fait ’objet de nombreuses publications
dans des domaines plus appliqués. Citons par exemple les travaux de Diaz-Uriarte et
de Andrés (2006) ou de Genuer (2010) qui ont, tous deux, proposés des méthodes de
sélection de variables utilisant les foréts aléatoires.

Cependant, une différence essentielle subsiste entre la théorie et I’application. En effet,
dans ’approche originale de Breiman, chaque arbre est développé de sorte que les nocuds
terminaux ne contiennent qu’une seule donnée. Ce type de forét, dite completement
développée, est le plus utilisé en pratique. Cependant, en raison de difficultés théoriques,
les auteurs choisissent en général de considérer ’approche duale qui consiste a fixer le
nombre de cellules et a faire croitre le nombre de points tombant dans chacune de ces
dernieres.

L’objet de cet article est la convergence des foréts aléatoires de Breiman. En par-
ticulier, on montre que le fait de considérer une forét aléatoire assure que le terme de
variance tend vers zéro méme si chaque arbre ne contient qu’un seul point par cellule.

2 Position du probleme

Etant donné un échantillon (Xy,Y7), ... (X,,Y,) de variables aléatoires & valeurs dans
[0,1] x R, on cherche dans ce travail & estimer la fonction de régression de Y sur X,
définie par

m(x) =E(Y|X =x), x € [0,1]%

Pour ce faire, on construit une partition de [0,1]¢ en hyperrectangles. La construction
de cette partition est récursive. Chaque cellule est obtenue par découpage d’une cellule
pré-existante. La structure naturellement associée a ce type de construction est un arbre.
Une fois la partition construite, on estime, pour tout x € [0, 1]d, m(x) par la moyenne des
valeurs Y; associées aux points X; tombant dans la méme cellule que x. On note cette
estimation m,(x). Afin d’évaluer la qualité de l'estimation, on s’intéresse a l’erreur en
moyenne quadratique, définie par

E [(m,(X) = m(X))?]



Il existe de nombreuses manieres de construire des arbres de décision. Néanmoins,
tous ces algorithmes sont caractérisés par les deux éléments suivants :

1. Le critere de coupure, qui permet de déterminer la maniere dont les coupes sont
effectuées a chaque étape.

2. Le critere d’arrét, qui détermine quand l'algorithme doit arréter de couper une
cellule (usuellement, un nombre de points minimal par cellule).

En toute généralité, les foréts aléatoires procedent de la maniere suivante. A par-
tir d'un méme jeu de données, on construit un ensemble d’arbres de décision grace a
I'introduction d’un parametre aléatoire influencant la construction de chacun des ar-
bres. L’aléatoire peut prendre de multiple formes : il peut, par exemple, induire un
sous-échantillonnage des données ou des coupures effectuées selon certaines lois de prob-
abilités. Dans l'algorithme de Breiman, 1’aléatoire est introduit dans le processus de
construction de CART mais d’autres arbres de décision peuvent étre utilisés en remplace-
ment de CART : tous ces algorithmes sont appelés foréts aléatoires. L’estimation n’est
alors plus donnée par un seul arbre mais par la moyenne des estimations de chaque arbre.
Autrement dit, si 'on veut construire une forét contenant M arbres, il faut :

1. Disposer de M variables aléatoires ©1, ..., ©,,; indépendantes, de méme loi ©, corre-
spondant a l’aléatoire introduit dans I'arbre.

2. Construire les M arbres correspondant et les estimations correspondantes, notées
My (X, 01), ..., mu(x, Oy) pour tout x € [0, 1]4.

3. Construire 'estimateur associé a la forét, noté my,(x), en effectuant la moyenne
des estimations précédentes.

En pratique, on s’intéresse a l'estimateur 7y, (x) car on ne peut construire qu'un nombre
fini d’arbres. Cependant, d’apres la loi des grands nombres, on sait que, pour tout x,

mMm(X) M:)oo E@ [mn(x, @)] .

L’estimateur limite My, = Eg [m,(x,©)] est l'estimateur de la forét aléatoire infinie.
Contrairement a My, qui dépend des M arbres qui composent la forét et est donc
aléatoire, M, , ne dépend pas de I'aléatoire ©. Il est donc plus facile a étudier.

3 Foreéets aléatoires de Breiman

Les arbres formant les foréts aléatoires de Breiman sont construits de la fagon suivante :

1. Avant la construction de chaque arbre de la forét, on rééchantillonne le jeu de
donnée, c’est-a~-dire qu’on tire n points avec remise parmi les n points du jeu de
donnée. L’arbre ne dépend que des points tirés.
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2. A chaque étape, on sélectionne my,, variables parmi les d variables disponibles. On
choisit ensuite la coupure, parmi les my,, variables sélectionnées, qui minimise un
certain critere empirique.

3. On répete ces étapes jusqu’a ce que chaque cellule ne contienne qu’'un seul point.

On note my, ,, 'estimateur des foréts aléatoires de Breiman. Nous montrerons que sous
certaines hypotheses peu contraignantes, on a

E [(Moon(X) — m(X)))] — 0.

n—-+o0o
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