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Résumé. On considère un modèle épidémique stochastique de type SIS. Dans ce
modèle, les individus de la population sont classé en S (Susceptible ou état sain) et I
(Infecté). Dans ce travail, on considère l�approximation par processus de di¤usion du
modèles épidémique stochastique SIS en environnement aléatoire.
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Abstract. We consider the SIS epidemic model. In this model, the individuals in a
population are classi�ed into S (Susceptible or healthy state) and I (Infected). In this
work, we consider di¤usion approximation of stochastic (SIS) epidemic model in random
environment.
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1 Introduction

L�approximation par processus de di¤usion a été utilisée par plusieurs chercheurs pour
modéliser la dynamique des épidémies (Voir par exemple Dargatz (2007) et Elmaroufy
et al. (2013)). Un des modèles les plus important pour la propagation des épidémies
est le modèle SIS. Dans ce modèle typique de propagation d�épidémie, les individus de
la population sont classé en S (Susceptible ou état sain) et I (Infecté). Dans ce travail,
on considère l�approximation par processus de di¤usion du modèle épidémique stochas-
tique SIS en environnement aléatoire. Un algorithme de simulation est proposé et son
implémentation en logiciel R est e¤ectuée.

2 Modèle SIS en environnement aléatoire

Le modèle SIS � re est une chaîne de Markov à temps continu (CTMC): X(t) =
fI(t); E(t); t � 0g à espace d�états S = f0; :::; Ng � SE: fE(t); t � 0g est une CTMC
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irréductible à espace d�états SE = f1; :::; Eg et de générateur in�nitésimal

QE = (qE(e; e
0))1�e;e0�E:

Le temps de séjours dans l�état e 2 E suit une loi exponentielle de paramètre �qE(e) =
�qE(e; e) =

P
e0 6=e qE(e; e

0):
A l�instant t, on a

I(t) infectés
S(t) = N � I(t) susceptibles.

Lorsque I(t) = 0, l�épidémie prendra �n.
Les transitions in�nitésimales de X(t) sont:

q(i;e)(i0;e0) =

8>>>><>>>>:
�i(e) si (i0; e0) = (i+ 1; e)
�i(e) si (i0; e0) = (i� 1; e)
qE(e; e

0) si (i0; e0) = (i; e0); e0 6= e
�q(i; e) si (i0; e0) = (i; e)
0 sinon

9>>>>=>>>>;
où q(i;e) = �i(e) + �i(e) + qE(e) et qE(e) = �qE(e; e) =

P
e0 6=e qE(e; e

0) pour (i; e) 2 S et
�0(e) = �N(e) = �0(e) = 0 pour e 2 SE:
Pour chaque état (i; e) 2 S,

�i(e) =
�e
N
i(N � i)

�i(e) = ei

3 Approximation par Processus de Di¤usion

Notre objectif est l�approximation du modèle épidémique stochastique du type SIS en
environnement aléatoire par une équation di¤érentielle stochastique à changement de
rythme Markovien. Une EDS à changement de rythme markovien est notée comme suit:

dY (t) = f(Y (t); t; E(t))dt+ g(Y (t); t; E(t))dB(t) (1)

où fE(t); t � 0g est un processus de Markov homogène et irréductible à espace d�états
�ni SE = f0; 1; :::; Eg et de générateur in�nitésimale QE de taux q(e; e0):

3.1 Première étape

Approximation du processus fY (t) = I(t)
N
; t � 0g (N est la taille de la population et I(t)

est le nombre d�inféctés à l�instant t) par un processus de di¤usion pour chaque état "e"
du processus fE(t); t � 0g :
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3.2 Deuxième étape

Transition de l�équation di¤érentielle stochastique dont la solution est le processus de
di¤usion déterminé dans la première étape vers une équation di¤érentielle stochastique
de type (1).
Soient Tn et Tn+1 deux instants consécutifs où le processus E(t) change d�états, donc:

8t 2 [Tn; Tn+1[ E(t) = E(Tn) = e; e 2 SE: On suppose que: 8t 2 [Tn; Tn+1[ le processus
I(t) est un processus de Markov dont les taux de transitions sont:

qii0 =

�
�i(e) si i0 = i+ 1
�i(e) si i

0 = i� 1

�
alors:
si Tn � t < t+ h < Tn+1

P (I(t+ h) = i) = (�i�1(e)h+ �(h)) P (I(t) = i� 1)
+ (�i+1(e)h+ �(h)) P (I(t) = i+ 1)

+ (1� (�i(e) + �i(e))h+ �(h)) P (I(t) = i)

P 0(I(t) = i) = �i�1(e) P (I(t) = i� 1)
+ �i+1(e) P (I(t) = i+ 1)
� (�i(e) + �i(e)) P (I(t) = i)

(2)

En remplaçant I(t) par Y (t) = I(t)
N
dans (2) on obtient:

@P (x; t)

@t
= �0x�"(e)P (x� "; t) + �0x+"(e)P (x+ "; t)� �0x(e)P (x; t)� �0x(e)P (x; t)

avec �0x(e) = N�ex(1� x) , �0x(e) = Nex et " = 1=N: En prenant "! 0; on obtient:

@P (x; t)

@t
= � @

@x
[�ex(1� x)� ex]P (x; t) +

1

2

@

@x2
[�ex(1� x) + ex]P (x; t): (3)

L�équation de Focker-Planck (3) correspond au processus de di¤usion qui est solution de
l�équation di¤érentielle stochastique:

dY (t) = [�eY (t)(1� Y (t))� eY (t)] dt+
p
[�eY (t)(1� Y (t)) + eY (t)] dB(t)

où B(t) est un mouvement Brownien standard
Proposition de l�équation di¤érentielle stochastique suivante :

dY (t) = [�E(t)Y (t)(1� Y (t))� E(t)Y (t)] dt+
q
[�E(t)Y (t)(1� Y (t)) + E(t)Y (t)] dB(t)

(4)
8t 2 [t0; T ]; comme un modèle qui régit l�évolution d�une épidémie de type SIS en envi-
ronnement aléatoire.
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4 Simulation

La simulation de l�équation (4) est basée sur la méthode d�Euler-Maruyama. Pour dé�nir
la solution approchée d�Euler-Maruyama, nous aurons besoin de la propriété de la chaîne
de Markov incluse. Le Lemme 1.1 de [3] montre qu�en posant E�k = E(k�) pour � > 0
et k � 0. alors fE�k ; k = 0; 1; 2; :::g est une chaîne de Markov discrète dont la matrice
des probabilités de transition est donnée par:

P (�) = (Pij(�))E�E = e
�QE (5)

Algorithme
1. calculer P = e�QE (la matrice des probabilités de transition avec un pas égale à �)
2. poser N = M (la taille de la trajectoire qu�on veut simuler)
3. poser E�0 = e0 et Y0 = y0(initialisation de E

�
k et Y (t))

4. pour k allant de 2 à M
4.1 tirer E�k = ek à partir de (5)
5. pour k allant de 2 à M
5.1 calculer Yk = Yk�1 + f(Yk�1; E�k�1)� + g(Yk�1; E

�
k�1)�wk (une approximation de

Y (k�) où �wk � N(0;
p
�))
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