
Régression multiple non-paramétrique par noyaux
associés
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Résumé. L’objet de ce travail est de proposer une méthode non-paramétrique d’es-
timation d’une fonction de régression multiple, bien indiqué pour à la fois des variables
explicatives continues et des variables explicatives de dénombrement. Le modèle est
d’abord présenté, ensuite une définition du noyau associé multivarié le plus général
est introduite avec trois cas particuliers. L’estimateur de Nadaraya-Watson utilisant
ces noyaux associés est alors présenté à travers une étude par simulation ainsi qu’une
application aux données réelles, avec à chaque fois une sélection de la matrice des
fenêtres par validation croisée.

Mots-clés. Estimateur de Nadaraya-Watson, matrice des fenêtres, validation croisée.

Abstract. The purpose of this communication is to propose a nonparametric es-
timator for multiple regression function, appropriated for both continuous and count
explanatory variables. The model is first presented, then a definition of the most general
multivariate associated kernel is introduced with three particular cases. The Nadaraya-
Watson estimator using associated kernels is then provided through simulation studies
and real data analysis, in each case with a selection of the bandwidth matrix by cross
validation.

Keywords. Bandwidth matrix, cross-validation, Nadaraya-Watson estimator.

1 Introduction

Nous nous intéressons à la régression multiple non-paramétrique sur des données
multivariés composée de variables continues (bornées ou non) et de variables de
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dénombrement. Par exemple, la relation entre la variable aléatoire réelle à expliquer Y
et des prédicteurs x1, . . . , xd est donnée par

Y = m (x1, . . . , xd) + ε, (1)

où m est une fonction de régression inconnue de Td ⊆ Rd dans R et ε le terme d’er-
reur de moyenne nulle et de variance finie. Les noyaux multivariés classiques (e.g.
gaussiens) ne sont adaptés que pour l’estimation de fonction de régression de données
non bornées (i.e. Rd) ; voir Scott (1992). Racine et Li (2004) ont proposé des noyaux
multiples composés de noyaux univariés gaussiens pour les variables continues et de
noyaux d’Aitchison et Aitken (1976) pour les variables catégorielles ; voir aussi Hayfield
et Racine (2007) pour des implémentations et utilisations de ces noyaux multiples sous
le logiciel R (2013). Signalons que l’utilisation des noyaux gaussiens (i.e. symétriques)
produisent des poids en dehors des variables à support non bornés. Dans le cas uni-
varié continu, Chen (1999, 2000) est l’un des premiers à avoir proposé des noyaux
asymétriques (e.g. bêta, gamma) dont les supports coı̈ncident avec celles des densités
à estimer ; voir aussi Bertin et Klutchnikoff (2011). Aussi, Libengué (2013) a étudié
plusieurs familles de ces noyaux univariés qu’il a appelé noyaux associes univariés ;
voir aussi Kokonendji et al. (2007, 2009), Kokonendji et Senga Kiéssé (2011), Zougab et
al. (2012, 2013,2014ab), Wansouwé et al. (2014) pour les cas univariés discrets. La version
multivarié continu des noyaux associés a été étudié par Kokonendji et Somé (2014).

Nous proposons, pour l’estimation de la fonction m de régression (1), des noyaux
associés multiples composés de noyaux associés discrets univariés (e.g. binomial, trian-
gulaire discret) et continues (e.g. bêta, gamma). Ces noyaux associés sont adaptés à cette
situation de mélange d’axes car elles respectent scrupuleusement le support de chaque
variable explicative. C’est pourquoi, dans ce qui suit nous proposons d’abord une
définition générale des noyaux associés multivariés (discrets ou continus) et présentons
trois cas particuliers : associé classique, associé multiple et associé avec structure de
corrélation de Sarmanov (1966). Ensuite, à partir de l’estimateur de Nadaraya-Watson
multivarié nous définissons l’estimateur à noyaux associés multiples pour les fonc-
tions de régression continues et de dénombrement. Des simulations et applications
étudieront l’efficacité de cette méthode.

2 Noyaux associés multivariés

Considérons X1, · · · ,Xn une suite de vecteurs aléatoires indépendants et identique-
ment distribués (i.i.d.) de densité (discrète et/ou continue) inconnue f sur Td, un sous
ensemble de Rd (d ≥ 1). On dira dans la suite du travail que f est une densité par rap-
port à une mesure ν = ν1 ⊗ . . . ⊗ νd, où ν j est une mesure de Lebesgue ou de comptage
sur le support univarié correspondant T[ j]

1 et donc Td = ⊗d
j=1T

[ j]
1 , pour j = 1, . . . , d. Un
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estimateur à noyaux associés multivarié f̂n de f est alors simplement défini par

f̂n(x) =
1
n

n∑
i=1

Kx,H(Xi), ∀x ∈ Td ⊆ R
d, (2)

où H est une matrice des fenêtres d’ordre d× d (i.e. symétrique et définie positive) telle
que H ≡ Hn → 0 quand n → +∞, et Kx,H(·) est appelé le noyau associé, paramétré par
x et H. Ce noyau Kx,H(·) est une fonction de densité de probabilité (f.d.p.) par rapport à
la mesure ν, et est défini précisément comme suit.

Définition 2.1 Soit Td le support de la densité à estimer avec Td ⊆ Rd et H une matrice
des fenêtres. Pour un vecteur cible x ∈ Td, on considère un vecteur aléatoire Zx,H de f.d.p.
paramétrée Kx,H(·) et de support Sx,H

(
⊆ Rd

)
. La fonction Kx,H(·) est appelée “noyau associé

multivarié (ou général)” si les conditions suivantes sont satisfaites :

x ∈ Sx,H, E
(
Zx,H

)
= x + a(x,H) et Cov

(
Zx,H

)
= B(x,H),

où a(x,H) = (a1(x,H), . . . , ad(x,H))> et B(x,H) =
(
bi j(x,H)

)
i, j=1,...,d

tendent respectivement
vers le vecteur nul et la matrice nulle quand H→ 0.

De la Définition 2.1 on déduit trois cas particuliers intéressants de noyaux associés
multivariés. Le premier, approprié pour des variables continues de supports non bornés
(en particulier Rd), est généralement défini par l’estimateur

f̂n(x) =
1
n

n∑
i=1

KH(x − Xi), ∀x ∈ Rd =: Td, (3)

avec KH(y) = (1/det H)K
(
H−1y

)
ou souvent KH(y) = (1/det H)1/2K

(
H−1/2y

)
pour tout

y ∈ Rd ; voir aussi Zougab et al. (2014b). La proposition suivante transforme la fonction
noyau continu symétrique K en noyau associé classique.

Proposition 2.2 Soit Rd =: Td le support de la densité à estimer. Soit K un noyau classique
(symétrique) de support Sd ⊆ Rd, de moyenne µ = 0 et de matrice de variance-covariance Σ.
Pour un vecteur cible x ∈ Rd et une matrice des fenêtres H, le noyau K est tranformé en noyau
associé classique :

Kx,H(·) =
1

det H
K

{
H−1(x − ·)

}
sur Sx,H = x −HSd avec E

(
Zx,H

)
= x (i.e. a(x,H) = 0) et Cov

(
Zx,H

)
= HΣH, et oùZx,H est

le vecteur aléatoire de f.d.p. Kx,H.
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Le second cas particulier de la Définition 2.1, approprié pour des vecteurs aléatoires
composées à la fois de variables aléatoires continues (bornées ou non) et de variables
aléatoires de dénombrement, est présenté à travers l’estimateur

f̂n(x) =
1
n

n∑
i=1

d∏
j=1

K[ j]
x j,h j j

(Xi j), ∀x j ∈ T
[ j]
1 ⊆ R, (4)

où T[ j]
1 est le support des marges univariées de f pour j = 1, . . . , d, x = (x1, . . . , xd)> ∈

×
d
j=1T

[ j]
1 , Xi = (Xi1, . . . ,Xid)>, pour i = 1, . . . ,n et h11, . . . , hdd sont les fenêtres univariés. La

fonction K[ j]
x j,h j j

est le jème noyau associé univarié (discret ou continu) pour les variables
Xi j, i = 1, . . . ,n, de support Sx j,h j j ⊆ R. La version continu de cet estimateur (4) a été
étudié par Bouerzmarni et Rombouts (2010). Le noyau associé multiple dans (4) est un
noyau associé à travers la proposition suivante.

Proposition 2.3 Soit ×d
j=1T

[ j]
1 = Td le support de la densité à estimer f avec T[ j]

1 (⊆ R) les

supports des marges univariés (continues ou discrètes) de f . Soit x = (x1, . . . , xd)> ∈ ×d
j=1T

[ j]
1

et H = Diag(h11, . . . , hdd) avec h j j > 0. Soit K[ j]
x j,h j j

le noyau associé univarié continu ou

discret (voir Définition 2.1 pour d = 1) correspondant à la variable aléatoireZ[ j]
x j,h j j

de support
Sx j,h j j(⊆ R), pour tout j = 1, . . . , d. Alors, le noyau associé multiple est aussi un noyau associé :

Kx,H(·) =

d∏
j=1

K[ j]
x j,h j j

(·) (5)

sur Sx,H = ×d
j=1Sx j,h j j avec E

(
Zx,H

)
= (x1 + a1(x1, h11), . . . , xd + ad(xd, hdd))> et Cov

(
Zx,H

)
= Diag

(
b j j(x j, h j j)

)
j=1,...,d

. En d’autres termes, les variables aléatoires réelles Z[ j]
x j,h j j

sont les
composantes indépendantes du vecteur aléatoireZx,H.

Le troisième cas particulier de noyaux associés multivariés est construit à partir
d’une f.d.p. constituée de produit de f.d.p. univariés et d’une structure de corrélation
utilisant la technique de Sarmanov (1966). De tels noyaux associés permettent d’at-
teindre certains endroits du lissage multidimensionnel. Kokonendji et Somé (2014) ont
illustré l’effet de cette technique pour le noyau bêta bivarié. Tout comme Bertin et
Klutchnikoff (2011), les propriétés miminax de ce noyau bêta bivarié sont aussi envisa-
geables et plus généralement pour les noyaux associés.

3 Régression multiple par noyaux associés

Considérons une séquence (X1,Y1), . . . , (Xn,Yn) i.i.d. de vecteurs aléatoires sur Td ×

R(⊆ Rd+1) de fonction de régression inconnue m(x) = E (Y|X = x) en (1). L’estimateur
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de Nadaraya-Watson (Nadaraya, 1964 ; Watson, 1964) m̂n de m, en utilisant les noyaux
associés multivariés (voir Définition 2.1), est donnée par

m̂n(x) =

n∑
i=1

YiKx,H (Xi)∑n
i=1 Kx,H (Xi)

, ∀x ∈ Td ⊆ R
d, (6)

où H ≡ Hn est la matrice des fenêtres telle que Hn → 0 quand n → +∞. Le noyau
associé Kx,H est choisi de manière approprié pour tenir compte de la structure (discrète
et continue) des données. Contrairement à l’estimateur à densité f̂n, l’estimateur m̂n de
fonction de régression (6) n’a pas besoin d’être normalisé. Pour des supports multivariés
composés de supports univariés discrets et continus, on donne l’estimateur m̂n en
fonction des noyaux associés multiples (5) comme suit :

m̂n(x) =

n∑
i=1

Yi
∏d

j=1 K[ j]
x j,h j j

(Xi j)∑n
i=1

∏d
j=1 K[ j]

x j,h j j
(Xi j)

, ∀x = (x1, . . . , xd)> ∈ Td := ×d
j=1T

[ j]
1 . (7)

Certaines propriétés asymptotiques de ces estimateurs (6) et (7) seront présentées en
utilisant les dérivées et les différences finies. À travers l’erreur moyenne quadratique et
le coefficient de détermination, des études numériques (par simulation et sur données
réelles) dans le cas bivarié montrent l’efficacité de cette méthode. Le choix de la matrice
des fenêtres optimale se fera à chaque fois par validation croisée avant une amélioration
par des approches bayésiennes. Ce choix implique naturellement des calculs fastidieux ;
notamment, dans le cas général (6) avec structure de corrélation où l’on a à sélectionner
une matrice symétrique à d(d + 1)/2 paramètres.
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