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Résumé. Nous discutons du probleme de la classification supervisée de processus
de Cox. Les processus de Cox, qui sont en particulier des processus de comptage, ont
vocation a modéliser, par exemple, le nombre de visites d’un patient a 'hopital au cours
du temps et leur étude présente de nombreuses applications en Biologie. Notre étude est
basée sur un calcul explicite de la régle de Bayes (i.e. la regle de classification optimale).
Nous proposons une stratégie de classification de type boosting : la regle de classification
proposée minimise un critere empirique convexe régularisé. Nous présentons une inégalité
oracle pour évaluer la performance de notre regle de classification. D’autre part, nous
montrerons que cette regle de classification converge vers la regle de Bayes a une vitesse
qui s’adapte a la régularité inconnue de l'intensité du processus.

Mots-clés. Processus de Cox, classification supervisée, inégalité oracle, regularisa-
tion, calcul stochastique.

Abstract. This article addresses the problem of supervised classification of Cox pro-
cess trajectories, whose random intensity is driven by some exogenous random covariable.
The classification task is achieved through a regularized convex empirical risk minimiza-
tion procedure, and a nonasymptotic oracle inequality is derived. We show that the
algorithm provides a Bayes-risk consistent classifier. Furthermore, it is proved that the
classifier converges at a rate which adapts to the unknown regularity of the intensity pro-
cess. Our results are obtained by taking advantage of martingale and stochastic calculus
arguments, which are natural in this context and fully exploit the functional nature of
the problem.

Keywords. Cox process, supervised classification, oracle inequality, consistency, reg-
ularization, stochastic calculus.



1 Introduction

Un exemple de probleme pratique qui motive cette étude est le suivant. Supposons qu’un
patient, atteint d'une certaine maladie grave, se rend a I’hopital a une fréquence dépendant
de I’évolution de sa maladie. Supposons disposer, d’autre part, d'un certain nombre de
patients dont on a déja observé I’évolution au cours du temps et dont on a pu décider si
cette évolution correspondait a une aggravation ou une rémission de la maladie. Peut-
on, a l'aide de ces observations, décider si le nouveau patient observé connait lui méme
une phase d’aggravation ou de rémission de sa maladie ? Un cadre naturel pour for-
maliser cette étude est celui de la classification supervisée de données modélisées par des
processus de comptage. Les processus de Cox, qui sont un type particulier de proces-
sus de comptage, sont un outil intéressant pour modéliser, par exemple, 1’évolution du
nombre de visites d’un patient a I’hopital au cours du temps. En effet, I'intensité d’un
processus de Cox (que 'on peut en premiere approximation considérer comme un taux
de saut instantané) est aléatoire, ce qui autorise une grande fléxibilité du point de vue
de la modélisation. Concretement, un processus X = (Xy)co,r) est appelé processus de
Cox d’intensité (A(t, Z;))tcjo,r si la loi de X sachant tout le processus (A(, Z¢))icpo,1] est
celle d'un processus de Poisson d’intensité (A(¢, Z;))ico,r1- Ici, le caractere aléatoire de
I'intensité est introduit au moyen d'une covariable Z = (Z;):cpo,r) (pour chaque ¢ € [0, 77,
Zy est a valeurs dans RY) qui peut étre considérée, dans le cas de notre exemple, comme
I’évolution du dossier médical du patient au cours du temps.

Pour notre étude, nous supposerons qu’il existe deux fonctions inconnues A_ et A, :
[0, 7] x RY — R caractéristiques du processus d’aggravation et de rémission de la maladie.
Nos observations D,, = {(X1, Z1,Y1),...,(Xn, Z,,Y,)} sont i.i.d. et de méme loi qu'une
variable générique (X,Y, 7). Ici, le processus X = (X)icp,r représente I'évolution du
nombre de visites a ’hopital au cours du temps, la covariable Z = (Z;);c[o,1] représente un
certain nombre de facteurs dont dépend l'intensité du processus X et Y représente le label
(Y = —1: aggravation, Y = +1: rémission). Nous supposerons que, conditionnellement
au fait que Y = +1 (resp. ¥ = —1), X est un processus de Cox d’intensité (A, (t, Z;))cjo,1]
(resp. (A—(t, Zt))tepo,r))-

2 Stratégie de classification

Notre objectif est ici de construire une regle de classification g, = ¢,(.,Dp) : X X Z —
{—1,1} dont la probabilité d’erreur

L(gn) = P (Y # gn(X, Z)|Dn),

est la plus faible possible. Notre stratégie, de type boosting, consiste a construire la regle
gn de la maniere suivante. Etant donnée une classe F de fonctions f: X x Z — R et la



fonction convexe ¢(u) = Iny(1 4 €*), on pose

fn € argmm—qu =Y f(Xi, Z))).

ferF N
Finalement, on pose

gn = signe(fn) = 1{fn = 0} — 1{f» < 0}.

La performance de cette stratégie dépend évidemment du choix de la fonction ¢ ainsi que
de la classe F choisie. Le choix particulier de la fonction ¢ dans notre cas est motivé par
un lien particulier qui existe entre la formulation de notre probleme est le principe du
maximum de vraisemblance. Le choix de la classe F que nous proposons est motivé par
le résultat préliminaire suivant qui donne explicitement la regle de Bayes.

Theorem 2.1 La regle de Bayes g*, qui réalise le minimum

L(g*) = igfL(g),

ot U'inf est pris sur l’ensemble des applications mesurables g : X x Z — {—1, 1}, est telle
que
* s p-
9" (X, Z) = signe (5 - ln—) ,
D+
avec

T
A
€ = / =) sZs)der/ ln>\—+(s,Zs)dXs.
0

Ce résultat permet en particulier un choix judicieux de la classe F. En effet, disposant
d’une certaine base de fonctions (¢;);>1 dans laquelle les fonctions A — Aj et ln’\—f
admettent des développements, il est raisonnable de vouloir approcher la regle de Bayes
par une fonction du type signe(f) ou f appartient a la classe

B
fBI{f Zaﬂ) +b;9,] +c: max<2|aj|2|b”c|><3}

ol
T T
Q;(x,2) = / ©;(s, z5)ds, U,(x,2) = / ©0;(s, z5)dws.
0 0
Ici, le parametre entier B joue le role d'un parametre de régularisation. Plus B est grand,
plus la classe Fp a de bonnes propriétés d’approximation et plus la procédure d’estimation

est difficile. Pour choisir a partir des données le parametre B de maniere a effectuer ce
compromis “biais-variance”, nous procédons de la maniere suivante. Nous introduisons
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une suite croissante (Bj)r>1 de parametres entiers de régularisation et définissons pour
chaque valeur de £ > 1,

fi € angmin - 3 6(-Yif (X, Z))

feFp, 5

Disposant maintenant d’un terme de pénalité pen : N, — R, qui reste a choisir, on pose
finalement

ou
k € argmin{ A, (fx) + pen(k)}.
k>1
Le résultat suivant permet d’évaluer la performance de cette procédure. Ici, on note
A(f) = Eo(-Y f(X,Z)) et f* I'unique application mesurable réalisant le minimum de
A(f) lorsque f parcourt l’ensemble des application mesurables X x Z — R.

Theorem 2.2 Supposons que Y, -, By < 1 pour un certain oo > 0. Alors, pour tout
0>0, s -

4
pen(k) > C {Bk:ln N alnik —1—5] 7

ou C > 0 désigne une constante universelle, on obtient

A(f) - A(f) < 2int { inf (A(f) — AU) + pen(kz)} ,

k>1 fG.FBk

avec probabilité 1 — e 0.

Le résultat suivant prouve que, sous réserve que les fonctions A_ et A, soit suffisam-
ment régulieres, on peut controler le terme de biais qui apparait dans le résultat précédent.

Theorem 2.3 Supposons sue (p;);>1 soit une base orthonormale de 1L*([0,T] x [0, 1]%) et
. AL . N
que les fonctions \_ — Ay et In = appartiennent a la classe

W(B, M) = {Z%’%’ Y el < M},

j=21 j=21

pour un certain > 1 et un certain M > 0. Alors, il existe une constante C' > 0
dépendant explicitement des constantes du probléme et telle que pour tout B > 1 entier,
C/
< —.
feFB — BB



Une conséquence de ces deux résultats est que

A - A =0 (52) -

n

aver grande probabilité. Finalement, les méthodes récentes qui relient le risque convéxifié

A(f) alerreur de classification L(signe(f)) permettent d’établir que la régle g,, = signe( f)
vérifie

L(gn) — L(g") = O <ln—n) o :

n

aver grande probabilité.

Pour conclure, nous avons proposé une stratégie de classification dans le contexte de
données fonctionnelles en ayant recours a une procédure de minimisation convexe. Pour
notre analyse, nous avons utilisé a un certain nombre de résultats issus du calcul stochas-
tique et de la théorie des martingales qui exploitent la nature fonctionnelle du probleme.
Pour une lecture complémentaire de nos travaux (Biau, Cadre, and Paris, 2013), nous
renvoyons le lecteur aux travaux importants et connexes que sont Cox (1955, 1972, 1975);
Andersen and Gill (1982); O’Sullivan (1993); Bouzas, Valderrama, Aguilera, and Ruiz-
Fuentes (2006); Illian, Benson, Crawford, and Staines (2006); Zhu, Song, and Taylor
(2011); Cadre (2012); Denis (2012); Hansen, Reynaud-Bouret, and Rivoirard (2014).
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